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Anwendungsbeispiel zu Exponentialfunktionen: Ladestrom eines Kondensators

Beim Ladevorgang eines Kondensators sind Teilspannungen
und Strom zeitabhéngig. Die Dynamik des Aufladens folgt :|

einfachen Gesetzen. ur(t)

Eine rekursive Betrachtung liefert folgenden Ansatz:
Zum Zeitpunkt t = 0 ist der Kondensator ungeladen. Beim ===l
Einschalten fillt die volle Quellenspannung am Widerstand ab. ,
Daher flieB3t in diesem Moment der grofite Ladestrom.

t=0: u(1)=0  ug(t)=U  ile)=5 @)

Wiirde der Kondensator mit diesem Strom i, weiter geladen, so wire die maximale Spannung am
Kondensator (uc = Up) erreicht, wenn der Kondensator die Ladung Q. tridgt. Diese Ladung ist
bauteilabhingig: Q = U, - C. Wiirde die Ladung mit i, erreicht, so ergébe sich: 1o - t=U, - C.
Nach dem Einsetzen der obigen Gleichung (ohmsches Gesetz) und Umstellen nach t ergibt sich: t =
R - C die bekannte Zeitkonstante 1. Tatsdchlich éndert sich der Strom jedoch stindig, er wird mit
zunehmender Spannnung uc kleiner, da die an R abfallende Spannung kleiner wird. Wir betrachten
hier der Einfachheit halber ug(t), da dort gleich eine Linearitit zum Strom i(t) vorliegt. Geht man
von einer anndhernd konstanten Aufladung wéhrend des Zeitschritts At aus (At muf} nur klein
genug sein, damit eine akzeptable Genauigkeit gewahrt bleibt):

_U-dt
RC

At
t = At: uR(tl):U—lOC mit () gilt: u,(¢,)=U - uR(tl)ZU-(l—s—é) (ii)

Bei einem weiteren Zeitschritt ergibt sich ein Unterschied aus der Tatsache, dass der Kondensator
nicht mehr mit i, sondern mit 1, weitergeladen wurde, der kleiner ist, da ug(t) auf Grund der
vorhandenen (kleinen) Ladung von C kleiner ist:

i At uy(t,)-At Aty ..

6= 20t ug(ty)=uy(t,)+ = u. “R(tz):”R(ﬁ)_% = uR(tz>:”R<t1)'(1_ﬁ) (iii)
2
setzen wir in diese Gleichung (iii) ur(t;) aus (ii) ein, ergibt sich: ug(t,)=U-(1 —;’—é)

Fiir weitere Zeitschritte erfolgen entsprechende Betrachtungen. Wir nehmen nur die letzte Variante
der Formel:

3 n
ty = 3At: uR(z3):U-(1—I§'—é) usw ... t,=n-At uR(t,,):U-(l—RA—é) (iv)

Die letzte Formel ldsst sich ausgezeichnet programmieren. Und mit der einfachen Differenz,

uc(t) = U — ug(t) ergibt sich die Kondensatorspannung elementar. Der Prozess kann im Rahmen der
Rechenleistung des Computers beliebig fortgesetzt werden. Fiir kleiner werdende Zeitschritte At
wird die Berechnung aufwendiger, aber auch genauer. n gibt die Anzahl der Rechenschritte an. Das
ist die numerische Losung der Aufgabe. Fiir Zwecke der Berechnung mit Papier und Bleistift
ungeeignet. Die analytische Losung ist hier aber zum Greifen nahe.

. . . t, .
Wir betrachten Gleichung (iv), setzen t© = RC , t, = n- At bzw. n:A_t . Ferner machen wir uns

klar, dass wir fiir immer kleiner werdende At t, =t setzen konnen. Damit ergibe sich Folgendes:
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T Wir substitui — At
_A )4 Wir substituieren A=
4 T

bzw. At = -h - T und erhalten

—t 19

T

T =[Potenzgesetz] uy(¢)=U-(1+h)" (v)

==

u(0)=U-(14h)"" = w,(t)=U-(1+h)

Da wir At gedanklich gegen Null gehen liefen, geht auch h gegen Null. Wir untersuchen
1

phdnomenologisch, z. B. mit dem Taschenrechner den Ausdruck (1+h)ﬁ oder mathematisch
1

ausgeriickt lim (1+h)Z: x . Fir Immer kleiner werdende h bekommt man als Ergebnis x = ¢, die
h>0

Eulersche Zahl.

-t
u,(t)=U-e® Und mit der elementaren Erkenntnis, uc(t) = U — ug(t):

—t —t

u(t)=U- U-e® und ausgeklammert u.(t)=U-(1— eT) die bekannte Formel.

Wir haben hiermit die Giiltigkeit der Zahl e fiir die Vorginge bei Wachstumsfunktionen bewiesen.



